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Introduzione
La Geometria ha due grandi tesori: uno
e il teorema di Pitagora; I’ altro ¢ la
Sezione Aurea di un segmento.

Il primo lo possiamo paragonare ad
un oggetto d’ oro; il secondo lo possiamo
definire un prezioso gioiello.

(Johannes Kepler)

11 fascino del rapporto aureo dipende dalla sua propensione a comparire dove meno lo si aspetta.

Queste realta cosi diverse condividono un numero, o una proporzione geometrica, noti fin
dall’antichita e designati nell’Ottocento con una serie di definizioni che alludono all’oro, simbolo di
ci0 che ¢ nobile, inalterabile e prezioso:
<< Numero aureo>>, << Rapporto aureo>> e << Sezione aurea>>.

Un largo contributo alla conoscenza e alla divulgazione di questo metodo di suddivisione
armonica ¢ stato dato dal frate matematico Luca Pacioli (1445-1510), egli fu il primo ad esporre in
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modo chiaro e completo la "secretissima scientia" del numero d'oro in un trattato pubblicato nel
1509 dal titolo significativo: "De Divina Proportione®.

L’aggettivo divina si giustifica perché essa ha diversi caratteri che appartengono alla divinita:
¢ unica nel suo genere,

¢ trina perché sono necessari 3 segmenti per la costruzione,

¢ indefinibile in quanto ¢ irrazionale,

¢ invariabile.
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Definizione e costruzione della sezione aurea di un segmento

Definizione

La prima chiara definizione del rapporto <<aureo>> fu formulata, circa tre secoli prima di Cristo da
Euclide, il matematico greco vissuto ad Alessandria fondatore della geometria in quanto sistema
deduttivo.

Ecco cosa scrisse:

“Si puo dire che una linea sia stata divisa secondo la proporzione estrema e media quando
I’intera linea sta alla parte maggiore come la maggiore sta alla minore”.

In termini pit moderni
dato un segmento AB il segmento AP ¢ la sua sezione aurea se AB:AP=AP:PB .

A a P b B

(a+b):a=a:b

La costruzione di Erone

e tracciare BC ( perpendicolare al segmento AB -
uguale a AB/2)

/ e unirel'estremo A con l'estremo C

& i)

o dal vertice C e con raggio CB determinare il punto
D sul segmento AC

e dal vertice A econraggio AD determinare il
punto P

« AP élasezione aurea del segmento AB.




Nella proposizione II. 11 viene posto il seguente problema:
“Dividere una retta data in modo tale che il rettangolo compreso da tutta la retta e

da una delle parti sia uguale al quadrato della parte rimanente.”
Premesso che con la parola retta Euclide intende segmento di retta, la costruzione geometrica del
punto che divide il segmento dato nel modo richiesto ¢

Se AB ¢ il segmento dato, su di esso si costruisce
F G innanzitutto il quadrato ABCD.
Si congiunge poi il punto medio E di AC con il vertice
B e sul prolungamento di AD si segna il segmento EF
di lunghezza uguale ad EB.
Si costruisce quindi il quadrato AFGH.
Allora, H ¢ il punto cercato, cioé: AB-BH=AH".




O

Nella letteratura matematica specialistica, il simbolo consueto per indicare il rapporto aureo ¢ la
lettera greca <<tau>> dal greco tomé (taglio, sezione). Ma all’inizio del XX secolo il matematico
americano Mark Barr ha introdotto 1’uso della lettera greca phi (@), dall’iniziale del nome del
grande scultore Fidia, vissuto tra il 490 e il 430 a. C.

Con la lettera @ indichiamo il valore numerico del rapporto aureo.
Cerchiamo I’equazione che porta a ®@.

1 rapporto aureo ¢ il rapporto fra due segmenti di cui il piu grande ¢ medio proporzionale fra
il piu piccolo e la loro somma.

B =] pb:B

(a+b):a=a:b

Poniamo a = X e b =1 per semplicita avremo (X+1):Xx=X:1.
Ossia

X —X—1=0

1++/5 _l—x/g
5 —.

e X, >

Le due soluzioni sono X, =

La soluzione positiva & proprio

14 E
¢==-—J§Ei:m;1ﬁ18033989.

® ¢ un numero irrazionale.



PRIMA curiosita

““La sezione aurea non é affatto banale
Tutt’altra cosa che un numero irrazionale.
Capovolta, pensate un po’,
Restal se stessa meno I’unita.
Se poi di uno I’aumentate
Quel che ottenete, vi assicuro, € il quadrato.”
Tratto dalla poesia ‘Media costante’ di Paul S:Bruckman

.... e inoltre —i:— 2 :—2(1_\/5_):1_\/5:&.
O 1+45 1-5 2

SECONDA curiosita

Si immagini di tentare di trovare il valore della seguente espressione \/ 1+vV1+v1+ ..

Scriviamo x = \/1 ++/1+4++V1+ .. edeleviamo al quadrato x? = 1 + \/1 +v1++vV1+ ... mail

secondo addendo dopo I’1 ¢ il nostro X.
Allora possiamo scrivere x? = 1 + x.
Ma questa ¢ I’equazione del rapporto aureo!

TERZA curiosita
Costruiamo una frazione continua

1+
1
1+——

L+

Come calcolare il valore di questa frazione?

1 1
Poniamo x=1+ —1 1 ,avremo X = 1 + ol moltiplicando per x entrambi 1
+

1
1+1+..
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LA STELLA A CINQUE PUNTE

L’interesse iniziale per @ fu probabilmente ispirato alla sua relazione con il pentagramma.
Il pentagramma (dal greco pente, "cinque" e gramma, "linea") ¢ una stella a cinque punte

Un pentagramma puo essere formato da un pentagono regolare capovolto o estendendo i suoi lati, o
disegnando le sue diagonali, e la figura risultante contiene varie lunghezze correlate dalla
proporzione aurea. Fu una forma geometrica molto cara ai pitagorici.

Il concetto che ¢ alla base del principio pitagorico che le cose sono numeri ¢ quello di un
ordine misurabile. Affermare, come facevano i Pitagorici, che le cose sono costituite di numeri e che
quindi tutto il mondo ¢ fatto di numeri, significa che la vera natura del mondo, come delle singole
cose, consiste in un ordinamento geometrico esprimibile in numeri (misurabile). Infatti, mediante il
numero ¢ possibile spiegare le cose piu disparate dell'esperienza: dal moto degli astri al succedersi
delle stagioni, dalle armonie musicali al ciclo della vegetazione. Per cui, anche cid che sembra
lontano dal numero risulta, a ben guardare, riconducibile ad una struttura quantitativa e quindi
misurabile. E qui ¢ veramente la grande importanza dei Pitagorici, che per primi hanno ricondotto la
natura, o meglio il carattere che fa della natura qualcosa di oggettivo (di veramente reale), all'ordine
misurabile; e hanno riconosciuto in quest'ordine cio che da al mondo la sua unita, la sua armonia,
quindi anche la sua bellezza. Ma se la sostanza delle cose ¢ il numero, le opposizioni tra le cose si
riducono ad opposizioni tra numeri. Ora il numero si divide in impari e pari: questa opposizione
fondamentale si riflette in tutte le cose, quindi anche nel mondo nella sua totalita, e divide il mondo
stesso in due parti, l'una corrispondente all'impari, l'altra al pari. In tal modo la filosofia dei
Pitagorici e una filosofia dualistica. L'impari e il numero limitato (cio¢ terminato, compiuto) perché
si identifica con lo gnomone che ¢ una figura in sé compiuta, armonica. Il pari ¢ invece illimitato,
cio¢ non compiuto, non terminato. L'unita ¢ detta parimpari, perché, aggiungendosi all'impari lo
rende pari. All'opposizione dell'impari e del pari, del limite e dell'illimitato, corrispondono altre
opposizioni nelle quali sempre 1'ordine, il bene e la perfezione stanno dalla parte dell'impari.

Ci sono cosi dieci opposizioni fondamentali:

1) Limite, illimitato.

2) Impari, pari.

3) Unita, molteplicita.

4) Destra, sinistra.

5) Maschio, femmina.

6) Quiete, movimento.

7) Retta, curva.

8) Luce, tenebre.

9) Bene, male.

10) Quadrato, rettangolo.
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Questi opposti sono conciliati nel mondo da un principio di armonia.

Tutte le cose derivano dai numeri; tuttavia i numeri non sono il primum assoluto, ma derivano essi
stessi da ulteriori «elementi». In effetti, i numeri risultano essere una quantita (indeterminata) che
via via si de-termina o de-limita: 2, 3, 4, 5, 6... all'infinito. Due elementi risultano quindi costituire il
numero: uno indeterminato o illimitato e uno determinante o limitante. Il numero nasce quindi
«dall'accordo di elementi limitanti e di elementi illimitati», e, a sua volta, genera tutte le altre cose.
Ma proprio in quanto generati da un elemento indeterminato ¢ da uno determinante, i numeri
manifestano una certa prevalenza dell'uno o dell'altro di questi due elementi: nei numeri pari
predomina l'indeterminato (e quindi per i Pitagorici i numeri pari sono meno perfetti), mentre nei
dispari prevale I'elemento limitante (e percio sono piu perfetti).

Inoltre, i Pitagorici considerano il numero dispari come «maschiley, e il pari come «femminiley.

A parte i1 ruoli che assegnarono ai numeri pari e ai dispari in generale, 1 pitagorici attribuirono
speciale proprieta ad alcuni numeri. L’1 era considerato il progenitore di tutti i numeri e che
caratterizzasse la Ragione. Il due, primo numero femminile, era il numero dell’opinione e della
divisione e rappresentato cosi

®
e
®
®

Il numero 3 ,primo numero maschile ® ®

Il numero 4 era il numero della giustizia. Il 6 era il primo numero perfetto perché 6 =1+2+3

¢ somma dei suoi divisori.

I1 5 era considerato I’unione del 2 e del 3, primo numero femminile con il primo numero maschile, e
come tale numero del matrimonio e dell’amore. Sembra che 1 pitagorici avessero adottato il
pentagramma 8 stella a 5 punte) quale simbolo della loro confraternita, ¢ che lo chiamassero
“Salute”

Il pentagramma ¢ poi legato al pentagono regolare, il quale ¢ strettamente correlato alla sezione
aurea.

Infatti in un pentagono il rapporto tra la diagonale e il lato ¢ proprio @.

Dunque la capacita di costruire una linea divisa secondo il rapporto aureo consente
di costruire un pentagono regolare e da, questo, un pentagramma.

In un pentagono la somma degli angoli interni ¢
540°. Tracciamo due diagonali e ricaviamo tre
triangoli isosceli.

Per il triangolo centrale abbiamo due angoli di 72° e

uno di 36°(540°:5=108° e 108°:3=36°).

Questo ¢ detto triangolo aureo che viene utilizzato
per dimostrare che la diagonale del pentagono ¢ in
rapporto aureo col lato, e con l'aggiunta di altri due
triangoli aurei, gli gnomoni aurei, ne completa la
figura; inoltre si pensa che potrebbe essere perfino
stato uno dei modi per la dimostrazione
dell'incommensurabilita.
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IL TRIANGOLO AUREO

Per costruire un triangolo aureo su un segmento dato AB, si puo procedere nel seguente modo:

Tracciare una perpendicolare passante per uno dei due estremi,
in questo caso A, e riportarvi il punto C a una distanza pari la
meta di AB;

Con centro in C, si riporta la distanza da questo all'altro estremo
del segmento, CB, individuando il punto D;

Con centro in A si riporta la lunghezza totale trovata, AD, sulla
mediana del segmento o la si fa incrociare con l'omologa
dall'estremo opposto, designando il terzo punto della terna
triangolare.

La spiegazione ¢ rapida; innanzitutto si tratta di trovare un lato
che sia in rapporto aureo con la base data e si riporta una meta
di questa '5, a cui si aggiunge l'ipotenusa del triangolo CAB,
calcolabile per mezzo del teorema di Pitagora:

Il triangolo aureo ha molte proprieta in comune con quelle che sono
piu note come attribuite al rettangolo aureo. Per la sua caratteristica di
avere gli angoli alla base di ampiezza doppia (72°) rispetto 1'angolo al
vertice (36°), ¢ possibile, bisecando uno di questi, ricavare una
successione infinita di triangoli aurei minori. Contestualmente alla
successione di triangoli omologhi, viene anche prodotta una
successione di gnomoni aurei di completamento, grazie ai quali ¢
possibile tracciare una "spirale di Fibonacci", ovvero una spirale che
approssima la spirale aurea autentica, tracciando in contiguita una
successione archi di 108° di ampiezza, ovvero 'angolo al vertice dello
gnomone.

La "spirale di Fibonacci" in
questione, come la spirale
aurea vera, non ha mai

fine, ma si "arrotola" attorno ad un punto asintotico, un
sito all'incontri della mediane degli angoli alla base
opposti rispetto quello verso cui punta il primo triangolo
che possiamo trovare nella serie. Anche in questo punto
si puo registrare un parallelismo col rettangolo aureo,
dove il punto asintotico si registra invece all'incrocio
delle diagonale della successione di triangoli.

In relazione ad altri poligoni il triangolo aureo puo essere
segnalato anche nel dodecagono
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IL RETTANGOLO AUREO

a

| | 1l rettangolo aureo & un rettangolo le cui proporzioni sono

b a-b

lato maggiore b : a-b. (entrambi 1 rapporti sono ® = 1,618).

La particolarita saliente ¢ la sua facile replicabilita: basta,

A infatti, disegnarvi, all'interno, un quadrato basato sul lato
| | | minore, o altresi, all'esterno, basato sul lato maggiore per

ottenere col semplice compasso un altro rettangolo, minore o

maggiore, anch'esso di proporzioni auree.

S basate sulla proporzione aurea. Cio significa che il rapporto fra
il lato maggiore e quello minore, a : b, ¢ identico a quello fra il
lato minore e il segmento ottenuto sottraendo quest'ultimo dal

Le sue particolarita, nonché l'alone che gia risiedeva attorno alla proporzione aurea, sulla quale ¢
basato, I'hanno fatto considerare nei secoli un canone di bellezza assoluto; non sono mancate
nell'800 persino indagini psicologiche volte ad avvalorare tale tesi, € nonostante successive verifiche

l'abbiano del tutto privata di valore scientifico ancora oggi ¢ diffusa I'idea che il rettangolo aureo sia

il "rettangolo piu bello".

\ -,

minore del rettangolo.

quadrato.

Il procedimento di costruzione del rettangolo aureo con il solo
ausilio di riga e compasso ¢ stato presentato per la prima volta da
Euclide nella proposizione 2.11 degli elementi.

Si costruisce dapprima un quadrato, il cui lato corrispondera al lato

Si trova poi il punto medio di un lato e si punta su di esso un
compasso con apertura sino a un vertice non adiacente del

Il punto nel quale la circonferenza cosi determinata interseca il prolungamento del lato determina il

secondo estremo del lato maggiore del rettangolo.

Un modo alternativo per costruire un rettangolo
dalle proporzioni auree ¢ quello di accostare in
successione quadrati che abbiamo per lati i valori della
successione di Fibonacci: 1,1, 2,3, 5,8 ...

In questo modo si creera una successione di rettangoli
sempre piu vicini a quello aureo, ma ¢ bene precisare
che sara sempre una approssimazione che non diventera
mai esatta: perché il rapporto aureo ¢ un numero
irrazionale, il che fa dei lati del rettangolo in esame due

1] 1

grandezze incommensurabili, per le quali, cio¢, non esiste un sottomultiplo comune; come si vede
dall'immagine il procedimento dei quadrati di Fibonacci crea invece lati sempre esprimibili tramite

numeri interi, il che significa che il loro rapporto sara sempre un numero razionale.

Vedi WIKIPEDIA
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LA SEZIONE AUREA E IL CORPO UMANO
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Famosa ¢ la rappresentazione di Leonardo
dell'vomo di Vitruvio in cui una persona ¢
inscritta in un quadrato e in un cerchio.

Nel quadrato, l'altezza dell'uvomo (AB) ¢ pari alla
distanza (BC) tra le estremita delle mani con le
braccia distese . La retta passante per 1'ombelico
divide i lati AB e CD esattamente in rapporto
aureo tra loro. Lo stesso ombelico ¢ anche il
centro del cerchio che inscrive la persona umana
con le braccia e gambe aperte.

La posizione corrispondente all'ombelico &
infatti ritenuta il baricentro del corpo
umano.

Una famosa rappresentazione della figura umana in proporzioni auree ¢ la di Venere di Botticeli
nella quale si possono individuare diversi rapporti aurei (1:1,618) . Oltre all’altezza da terra
dell’ombelico e I’altezza complessiva, ¢ aureo anche il rapporto tra la distanza del collo del femore
al ginocchio e la lunghezza dell’intera gamba o il rapporto tra il gomito e la punta del dito medio e
la lunghezza dell'intero braccio.
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LA SPIRALE AUREA

Dividendo il rettangolo in due parti secondo la lunghezza minore pari a 0,618 otterremo un quadrato
e un rettangolo. Ebbene il rettangolo generato ¢ simile al rettangolo originario ed ¢ ancora un
rettangolo aureo. Potremmo ripetere 1’operazione teoricamente all’infinito e le proporzioni dei
rettangoli generati restano invariate. Questa proprietd proporzionale ¢ chiaramente emergente
soltanto su un rettangolo generato da un rapporto aureo. Immaginiamo di andare avanti "all'infinito"
e di unire 1 punti aurei (seguendo sempre lo stesso verso) con un curva che sia ogni volta tangente al
segmento che tocca nel punto aureo. Quella che otterremo ¢ una spirale logaritmica. La spirale
logaritmica ¢ una figura ricorrente in natura : alcune conchiglie, le galassie a spirale, la forma degli
uragani sono solo alcuni esempi. Essa forse rappresenta una delle forme piu eleganti esistenti
nell’universo; la curva della spirale logaritmica si avvolge intorno al polo senza mai raggiungerlo. Il
centro della spirale ¢ all’infinito.

La spirale logaritmica ¢ anche descrivibile mediante la sequenza dei numeri di Fibonacci

(Pisa,  1180-1250), la  sequenza si compone di una serie di  numeri
(0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233...), posti in relazione in modo tale che ogni termine
successivo ¢ uguale alla somma dei due immediatamente precedenti. La particolarita ¢ che il
rapporto tra due termini successivi si avvicina molto rapidamente al numero decimale 0,618 che
rappresenta il numero aureo.
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